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Carolina Borges Miranda, Thiago Borduqui

Curso de Fisica - Universidade Catodlica de Brasilia

Resumo: O Teorema 7t de Buckingham consiste em um formalismo para tratar grandezas fisicas e
suas dimensd@es no processo de modelagem matematica. Apesar da relevancia deste topico, existem
poucas referéncias disponiveis, em Lingua Portuguesa, sobre o assunto. A fim de enriquecer esta
literatura, o objetivo deste estudo foi produzir um texto apresentando o teorema — evidenciando sua
importancia — e trazer diversos exemplos, aplicados em variadas areas da Fisica, a fim de ilustrar
sua utilizagdo. A metodologia do estudo consistiu de (i) revisao literaria e do (ii) desenvolvimento de
exemplos.

Palavras-chave: Andlise dimensional. Grandezas fisicas. Teorema Pi de Buckingham.

Abstract: The Buckingham © Theorem consists in a formal method for treating physical quantities
and their dimensions in the mathematical modeling process. Despite the relevance of this topic, there
are few references available in Portuguese on the subject. In order to enrich this literature, the
objective of this study was to produce a text presenting the theorem - evidencing its importance - and
bringing several examples, applied in various areas of Physics, in order to illustrate its use. The
methodology of the study consisted of (i) literary review and (ii) development of examples.

Keywords: Dimensional analysis. Physical quantities. Pi Buckingham Theorem.

1. Introducéo

Fazer um modelo tedrico consiste em se descrever um sistema fisico utilizando certos
formalismos matematicos. Desta maneira “tratam-se as grandezas fisicas de modo
algébrico, e empregam-se unidades de medidas arbitrarias, impedindo erros de converséo
ou medidas sem sentido fisico” (MARTINS, 2008 apud MAIOR, 2014, p. 1).

Em 1914, Edgar Buckingham publica um artigo no periodico Physical Review Letters
(BUCKINGHAM, 1914), com a prova da forma generalizada de um teorema gque acabou

ficando conhecido como o teorema m de Buckingham!. Apesar da notoriedade de

Buckingham, o préprio autor, em seu artigo de 1914, faz referéncia a diversos autores que
trataram de diferentes aspectos do teorema, anteriormente a publicacdo do artigo, sendo
gue, por vezes, o teorema é conhecido também por Teorema de Buckingham-Bertrand, ou
Buckingham-Vaschy.

L A letra grega T foi utilizada pois Buckingham, no artigo de 1914, atribui esta letra aos fatores adimensionais, de
fundamental importancia para o desenvolvimento algébrico.



O teorema estabelece uma equivaléncia entre qualquer relacdo entre grandezas
fisicas com um corpo algébrico (HANCHE-OLSEN, 2004), e seu desenvolvimento esta
baseado em uma metodologia de determinacdo de grupos adimensionais (ou como
chamados por Buckingham, fatores ). Assim € possivel que se faca a analise dimensional
dos modelos tedricos, que serve como uma ferramenta de validagdo do modelo, além de
possibilitar uma analise da relacdo funcional entre as grandezas envolvidas no sistema.

Apesar da importancia reconhecida do tépico, considerando tanto aspectos filoséficos
como pedagogicos, ainda se é pouco divulgado em lingua portuguesa, carecendo de

fundamentacao tedrica, e notavelmente de exemplos ilustrativos.

Neste trabalho serd apresentado o Teorema 7 de Buckingham, abordando-se na
forma de topicos os principais conceitos relacionados ao tema. Serdo tratados, na seguinte
ordem — (i) Grandezas, (ii) Analise Dimensional, (iii) Teorema 7 de Buckingham, (iv) seréo
apresentados diversos exemplos de modelos, aplicados em variadas areas da Fisica, a fim

de ilustrar sua utilizagao.

2. Grandezas

2.1 Grandezas Fisicas

Encontra-se a definicdo do conceito de grandeza fisica com algumas variacées de
acordo com diferentes autores. Para Young (2008, p. 4), em um livro comumente utilizado
nos cursos de graduacdo em Fisica, grandeza é “qualquer nimero usado para descrever
quantitativamente um fendmeno fisico”. Segundo Trancanelli (2015, p.1), em um artigo da
Revista Brasileira de Ensino de Fisica, grandeza é “usada para descrever os fenbmenos ou
propriedades de sistemas e sdo caracterizadas por dimensdes como, por exemplo, massa,
forca ou energia”. De acordo com Gaspar (2002, p. 18) e Tavares (2014, p. 13) “é tudo o que
pode ser medido”. Outras definicdes, todas com suas respectivas variagbes sdo também
anotadas a partir de aulas e outros registros verbais como para o professor Dr. Chaib
(informacdo verbal)? “qualidades quantificaveis do sistema que, uma vez definido o padréo, o

valor independe da sociedade onde esta”, ou segundo o professor MsC. Cleber (informacéo

2 Informac3o obtida em conversa com o professor Dr. Jodo Paulo Martins de Castro Chaib



verbal)? “pode ser mensurada por um valor numérico ou um valor seguido de uma unidade de
medida em um sistema de unidades e algumas delas tém denominacéo vetorial”.

Apesar das variacdes, uma reflexdo com base nas definicbes mostradas acima
aponta algumas caracteristicas essenciais deste conceito que destacamos a seguir. A
definicdo de grandeza fisica esta atrelada a possibilidade de medida. Desta maneira, esta
ligada a possibilidade de se definir um padrdo quantificavel, ainda que arbitrario, a

gualquer componente de um sistema considerado.

2.2 Grandezas fundamentais e as derivadas

Segundo Rozenberg (2006) as grandezas fundamentais (ou primitivas) sao definidas
de modo arbitrario, porém, ndo podendo existir nenhuma relacdo entre ela e outra ja
conhecida. As grandezas fundamentais sdo trés para o0 sistema gaussiano: a massa
(indicada pela letra M), o comprimento (indicado pela letra L — do termo em inglés para
comprimento - lenght) e o tempo (indicado pela letra T). J& no sistema internacional de
unidades (SI) séo consideradas sete primitivas, que séo as trés do sistema gaussiano mais
a intensidade de corrente (A), temperatura termodinamica (K), intensidade luminosa (I) e a
guantidade de matéria (n) (HALLIDAY et al., 1996 apud MAIOR).

A partir dessas grandezas fundamentais sdo definidas as grandezas derivadas, que
segundo Rozenberg (2006), sdo combinacBes de unidades de base seguindo relacdes

algébricas de produtos e/ou quocientes, interligando-se com as correspondentes grandezas.

2.3 Unidades de medidas e representacédo das Unidades Dimensionais

Segundo Tipler (2000, p. 3) uma unidade de medida é uma grandeza fisica com uma
magnitude* particular, que foi definida e adotada por uma convencdo. Outra grandeza do

mesmo tipo é comparada ao padrdo para expressar uma relacdo numérica, de

proporcionalidade, entre elas.

Desta maneira, para cada dimensao possivel de ser definida, existe uma unidade

correspondente. Por exemplo, para as grandezas do sistema gaussiano, as respectivas

3 Informac3o obtida em conversa com o professor MsC.. Cleber Alves da Costa
4 Devido a diferente natureza de cada grandeza, o termo magnitude pode ser substituido por algum mais adequado
(entre os quais se incluem duracgéo, intensidade, tamanho e outros).



unidades sao: para a grandeza massa, define-se o quilograma; para o comprimento define-
se 0 metro; e para o tempo define-se 0 segundo. As unidades tem diversos padrées para
sua representagéo, como por exemplo (i) pode-se utilizar multiplos e sub-miiltiplos de acordo
com a conveniéncia, (ii) existem simbolos associados ao nome da unidade, sempre
minusculos — como por exemplo m é o simbolo da unidade metro, kg € associado ao
guilograma e s para o segundo — com excec¢ao daquelas advindas de nomes proprios — como
por exemplo K associado a unidade Kelvin, ou A para Ampere — (iii) devem ser escritos um
espaco de distancia apos o nimero que carrega a informacao da proporcionalidade com a
grandeza padréo (TIPLER, 2000).

Quando for necessario representar a dimenséo de uma unidade de medida, deve-se
associar um valor numérico e suas grandezas, por outro lado, na analise dimensional o que

importa sdo as grandezas e elas devem ser representadas entre colchetes.

3. Anélise Dimensional

Segundo Trancanelli (2015) a analise dimensional é a possibilidade de determinar
como uma certa grandeza ird depender de outras em um problema, isto é, prever o
comportamento das grandezas existentes, € um meio de facilitar/simplificar a resolugéo de
problemas, tendo como base o agrupamento de varidveis em uma nova variavel
adimensional para simplificar a andlise. Desta forma, a andlise permite a simplificacdo de
problemas, pois ajuda a compreender quais as grandezas relevantes para o problema
abordado, desenvolver a intuicao fisica, detectar erros.

Ainda de acordo com Trancanelli (2015, p. 5), o pré-requisito da analise dimensional
€ o conhecimento da homogeneidade dimensional (BUCKINGHAM, 1914), isto €, todos os
termos da equacao tém que estar na mesma dimensao. Segundo Tipler (2000, p. 5) qualquer
gue seja a grandeza de medida fisica, tera unidade e nimero, que nas operacdes (soma,
diferenca, produto, quociente) tém as unidades tratadas como qualquer grandeza algébrica.
Desta forma, os fatores de conversao tém valor 1 (sem dimensdo), permitindo assim a

conversao entre escalas.

4. Teorema  de Buckingham



Maior (2014, p.5) classifica o Teorema 7 de Buckingham como um dos teoremas
centrais dentro da andlise dimensional, por permitir a simplificacdo de um problema, ao
reduzir uma grandeza que possui diversas variaveis a um grupo de variaveis auxiliares.

Assim, o enunciado de m de Buckingham, determina que ao fazer a andlise
dimensional de uma grandeza, de funcéo f de n varidveis, executa-se 0 processo em uma
funcdo g de n-k variaveis, sendo k o numero de grandezas fundamentais do sistema.

Assim, o0 processo deve seguir as seguintes etapas (MAIOR, 2014):

1) Enumerar as ‘n’ variaveis que descrevem o problema, normalmente sao dadas ja

gue se requerem de experiéncia e de conhecimento do problema;

2) Selecionar uma quantidade de dimensdes de referéncia (3 para os exemplos que

seguiremos, considerando massa, espaco e tempo);

3) Decompor as variaveis em suas dimensdes de referéncia (ver tabela 1);

4) Determinar a quantidade de fatores 7 utilizando a relagédo t=n — 3;

a. Escolher as variaveis de referéncia, devem ser iguais a quantidade de
dimensdes de referéncia.
b. Essas variaveis devem ser independentes entre si.
5) Estabelecer as equacdes dimensionais de acordo com o método apresentado com

0s exemplos;

Tabela 1 — Decomposicao das variaveis segundo suas dimensfes

Variaveis Unidades [L] [M] [T]
(simbolos)
Distancia m 1 0 0
Velocidade m/ 1 0 -1

5. Outros exemplos de aplicagéo do Teorema it de Buckingham

5.1 Péndulo fisico

Variaveis: momento de inércia (I), massa do péndulo (M), aceleracdo gravitacional
(9), tamanho do péndulo (D)
Base: [L][M][T]



T=4-3=1 (1)

Tabela 2 — Decomposicao das variaveis segundo suas dimensfes

Variaveis Unidades [L] [M] [T]
I Kg.m? 2 1 0
M Kg 0 1 0
g m/s2 1 0 -2
D m 1 0 0
Variaveis de referéncia: D, M, g
1 0 O
Det ([0 1 0]|=2
1 0 -2
As variaveis sao linearmente independentes
T =D%Mb. g°.1 (2)
[L]=a+0+0+2=0 (3)
[M]=0+b+0+1=0 4)
[T]=04+0—-2c+0=0 (5)
a=-2
b=-1
c=0
1 (6)
T=prm
5.2 Energia mecanica
Variaveis: Massa (m), velocidade (v), gravidade (g), altura (h)
Dimensdes de referéncia: [L][M][T]
T=4—-3=1 (7

Tabela 3 — Decomposicdo das variaveis segundo suas dimensfes



Variaveis Unidades [L] [M [T]
m Kg 0 1 0
v m/ 1 0 1
g m/s2 1 0 -2
h m 1 0 0

Variaveis de referéncia: m, v, h

1 0 -1
Det [0 0 1
1 0 -2

As variaveis sao linearmente independentes
T =m%vP. K. g
[L]=0+b+c+1=0
[M]=a+0+04+0=0
[T]=0-b+0-2=0

a=20
b=2
c=-3
vi.g
m=5

5.3 Bernoulli

(8)
(9)
(10)
(11)

(12)

Variaveis: Pressao (p), gravidade (g), altura (y), velocidade (v), densidade (p)

Dimensodes de referéncia: [L][M][T]

t=5—-3=2

Tabela 4 — Decomposicao das variaveis segundo suas dimensdes

(13)



Variaveis Unidades [L] [M] [T]

p Kg -1 1 -2
/m.s2
v my/e 1 0 -1
g m 1 0 2
K -

p g/m3 3 1 0
y m 1 0 0

Variaveis de referéncia: y, v, p

1 0 1
Det |-3 1 0]|=-1
1 0 -1

As variaveis séo linearmente independentes
m = y*. ph vl p
[L]=a;—3b;+¢;—1=0
[M]=0+b,+04+1=0
[T]=0+0-¢c;,—2=0

a, =0
by =-1
¢ =-2
Ty = pz

p.v

T, = y%.pb2 v g
Ll=a,—3b,+c;, +1=0
[M]=0+b,+0+0=0
[T]=040—c,—2=0

[

a2=1

b2=0

5.4Presséo no liquido

(14)
(15)
(16)
(17)

(18)

(19)
(20)
(21)
(22)

(23)



Variaveis: pressao (p), gravidade (g), altura (h), densidade (p)

Dimensodes de referéncia: [L][M][T]

n=4-3=1 (24)
Tabela 5 — Decomposicao das variaveis segundo suas dimensfes
Variaveis Unidades [L] [M] [T]
P Kg -1 1 -2
/m.s2
K -
p 9/53 3 1 0
g m/s2 1 0 -2
h m 1 0 0
Variaveis de referéncia: h, g, p
-3 1 0
Det{1 0 -2|=2
1 0 0
As variaveis sao linearmente independentes
T =h%pP. g°p (25)
[L]=a—-3b+c—1=0 (26)
[M]=0+4+b+0+1=0 (27)
[T]=04+0—-2c—2=0 (28)
a=-1
b=-1
c=-1
P
o (29)
h.p.g

5.5Amplitude



Variaveis: densidade (p), velocidade angular (w), velocidade (v), tempo (S)

Dimensodes de referéncia: [L][M][T]

n=4-3=1 (30)
Tabela 6 — Decomposicéo das variaveis segundo suas dimensdes
Variaveis Unidades [L] [M] [T]
w 1 0 1
/s
K -
p g /53 3 0
m -
% /S 1 1
S m 1 0
Variaveis de referéncia: s, w, p
1 0 O
Det (-3 1 0(|=-1
0 0 -1
As variaveis sdo linearmente independentes
m=s%pl.w.v (31)
[L]=a—-3b+0+1=0 (32)
[M]=0+b+0+0=0 (33)
[T]=04+0—-c—1=0 (34)



v
T = (35)
S.w
5.6 Queda de corpos com resisténcia
Variaveis: velocidade (v), Forca de arrasto (Fa), gravidade, (g), tempo (t)
Dimensodes de referéncia: [L][M][T]
n=4-3=1 (37)
Tabela 7 - Decomposi¢éo das varidveis segundo suas dimensdes
Variaveis Unidades [L] [M] [T]
m -
v /S 1 0 1
Fa Kg.m / 1 1 -2
52
g m/s2 1 0 -2
t S 0 0 1
Variaveis de referéncia: v, Fa, t
1 0 -1
Det (1 1 -2|=1
0 0 1
As variaveis sdo linearmente independentes
T=v*Fal.t. g (38)
[L]=a+b+0+1=0 (39)
[M]=—-a—-2b+c—-2=0 (40)
[T]=0+b+0+0=0 (41)

a=-1



c=1
t.
= t.g (42)
v
5.7 Lei de Bio-Savart
Variaveis: Campo magnético (B), velocidade (v), carga (q), distancia (d)
Dimensdes de referéncia: [L][M][T]
Tabela 8 — Decomposicéo das variaveis segundo suas dimensdes
Variaveis Unidades [L] [M] [T]
m -
v /S 1 0 1
B 2 /Kg / —3/, 1, 0
m3
q Z’Kg.m3/ 3/2 1/2 -1
52
d m 1 0 0
Variaveis de referéncia: B, v,d
-3 1
f2 2 O _,
Det [ 17 o -—1|=""/2
1 0 0
As variaveis sdo linearmente independentes
m=B%v?.dq (44)
[L1="32/,+b+0+3/,=0 (45)
[M]=%,+0+0+1/,=0 (46)
[T]=0-b+0-1=0 47



q (48)

5.8 Fluxo em tubos

Variaveis: Variacdo de pressao (Ap), diametro (d), comprimento (I), velocidade (v),
densidade (p), u, rugosidade do tubo (¢)
Dimensdes de referéncia: [L][M][T]

n=7-3=4 (49)

Tabela 9 — Decomposicao das variaveis segundo suas dimensfes

Variaveis Unidades [L] [M] [T]
D m 1 0 0
L m 1 0 0
m -
\ /s 1 0 1
€ m 1 0 0
K -
p g/m3 3 1 0
K - -
¢ g/m.s 1 1 1
AP Kg/ -1 1 -2
m.s?
Variaveis de referéncia: D, v, p
1 0 O
Det |1 -1 o0[=-1
3 0 1
As variaveis sdo linearmente independentes

m = D%, pb1 p L (50)
[M]=0—-b;+40+0=0 (52)
[T]=04+0+c¢;+0=0 (53)

a1=—1



6 Discussao

=0
L
Ty D

m, = D%, vb2 p ¢
[L]:a2+b2_3C2+1:0
[M]=0—-b,+0+0=0
[T

]=04+0+c¢c,+#0=0

a, =-—1
b, =0
c; =0

£
7'[2:5

w3 = D%.vP3 p%
[L]:a3+b3_3C3_1:O
[M]=0—-b;+0—-1=0
[T

]=04+0+c3+1=0

a; =-1
by = -1
c3=-1
T3 = a
D.v.p

T, = D%, vP+ p Ap
[Ll=a,+by,—3c,—1=0
[M]=0-b,+0—-2=0
[T]=04+0+c,+1=0

a, =0

by = -2
c, =-—1

_Ap
e v2.p

(54)

(55)
(56)
(57)
(58)

(59)

(60)
(61)
(62)
(63)

(64)

(65)
(66)
(67)
(68)

(69)



A producéo foi baseada em um método para a obtencao do fator pi. No método usado
para o desenvolvimento dos exemplos apresentados neste, por ser executado em um
processo de 6 etapas para obtencdo do fator pi, porém ele requer um conhecimento

matematico mais apurado.

O fato importante € que as operagdes usadas sédo consideravelmente simples, desde
gue seja utilizado o procedimento apresentado, pois ocorrem varias etapas e com o himero

de variaveis € reduzido, diminuindo a possibilidade de erro.

A maior dificuldade é saber se existe dependéncia ou independéncia linear das
variaveis, dificultando a compreenséo na execuc¢do do processo para obter os numeros pi e
outra dificuldade é conhecer as variaveis que sdo apresentadas em cada problema, e essa

dificuldade torna-se menor ao ganhar experiéncia ao decorrer das analises.
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